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Resumo

Neste trabalho, objetivou-se apresentar métodos implicitos de otimizagio
aplicados a engenharia de estruturas. Sao apresentados de forma sucinta
os Métodos de Newton, do Lagrangiano, da Penalidade e do Lagrangiano
Aumentado. E apresentada uma base tedrica sobre os conceitos e os algo-
ritmos de programacdo matemdtica para cada um desses métodos e, pos-
teriormente, sao apresentados exemplos de aplicagao de contato mecanico,
utilizando os métodos estudados. Esses métodos sio amplamente utilizados
nos programas de elementos finitos para a analise de estruturas. Neste arti-
g0, ndo se objetivou apresentar o Método dos Elementos Finitos, mas sim,
mostrar alguns exemplos de modelagem estrutural usando esse método. E
imprescindivel ressaltar a importancia do conhecimento dessas ferramentas
no processo de andlise de estruturas, quando se utiliza a modelagem em
elementos finitos.

Palavras-chave: Método da Penalidade. Método do Langrangiano
Aumentado. Otimizacao.

Abstract

The basic aim of this work is to present implicit methods of optimization
applied in structures engineering. The Newton Method, Lagrange Method,
Penalty Method and Augmented Lagrangiano Method are briefly explained.
A theoretical base on the concepts and the mathematical programming
algorithms is presented for each one of these methods and furthermore,
application examples of contact mechanics are shown using the studied
methods. These methods are widely used in the finite elements programs
during the structures analysis. This article does not have objective to intro-
duce the Finite Elements Method theories, but only show some numerical
examples of structures modeled with this method. It is essential to stand out
the importance of the knowledge of these tools in the process of structures
analysis when the finite elements model is used.

Key words: Augmented Langrangiano Method. Optimization.
Penalty Method.
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1 Introducao

E de grande importancia na engenharia civil
a utilizacao de métodos para a resolucao de pro-
blemas de programagio nao-linear na otimizacao
de estruturas. O objetivo neste artigo é caracteri-
zar alguns desses métodos matematicos.

Os métodos matemadticos aplicados a anali-
se de estruturas tém origem nos séculos XVIII e
XIX. Sua configuragio atual resulta do desenvol-
vimento da mecanica, da matematica, da andlise
numérica e da computagio.

Baseando-se em trabalhos de cientistas como
Bernoulli, Lagrange e Stevin, que assentaram as
bases para o principio dos trabalhos virtuais ain-
da no século XVIII, foram elaboradas as bases que
sustentam a formulagdo dos métodos energéticos
na engenharia estrutural. Tornava-se possivel a
analise de estruturas hiperestaticas, desde que se
enfrentasse a aritmética trabalhosa requerida para
os sistemas algébricos obtidos. A essas técnicas de-
nominou-se analise matricial de estruturas, sendo
os métodos das forcas e dos deslocamentos suas
principais variantes.

Aprofundaram-se tais conceitos iniciais no
curso de elementos finitos, em que foram trans-
mitidos conhecimentos matematicos bdsicos para
o entendimento futuro dos elementos finitos. O
principio da otimizac¢do foi abordado a fim de
estudar as diferentes modelagens existentes na
area das engenharias, como por exemplo, Civil,
Mecanica, Aerondutica, Naval.

Os exemplos aqui propostos visam apresen-
tar uma introducdo de como resolver problemas
elementares de contato, utilizando os métodos
de otimizacdo. A ideia é estudar problemas sim-
ples, gerando um modelo fisico para cada pro-
blema e desse gerar equagdes matematicas com
ou sem restrigoes.

Como exemplo cldssico dessa aplicagio, é

estudado um modelo de molas associadas em sé-
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rie, com equagdes ndo-lineares, solicitadas por
forgas externas ao sistema e restritas em seus
deslocamentos por um obstaculo, simulando
um problema de contato simples entre molas
deformdveis. Analisa-se também um sistema
estrutural formado por molas e barras indefor-
maveis (barras rigidas). O fato das barras serem
indeformdveis torna os problemas muito mais
simples, pois basicamente sdao estudados apenas
os deslocamentos de sistemas mecanicos con-
vencionais. Dessa forma, nio se faz necessario
entrar em formulagdes de elementos finitos para
aplicar nos exemplos aqui propostos. O objetivo
¢ estudar o método e a sua aplicacao.

Por meio da modelagem matematica, uti-
lizando o principio do Método da Energia e da
otimizagdo, usando o Método do Lagrangiano
Aumentado, pode-se verificar a interpretagao ge-
ométrica e fisica da atualizagdo dos multiplicado-
res de Lagrange, veja Bandeira (2001), Bertsekas
(1995), Fletcher (1980), Herskovits (1995) e
Luenberger (1984). Em seguida, serd estudado um
sistema estrutural simples usando-se os algorit-

mos descritos.

2 Definicao teérica dos
métodos matematicos

Os problemas de programagdo, propostos
neste artigo, sdo caracterizados pela minimizacao
da fun¢ao f(x), x € R", que, por sua vez, ¢ uma
funcdo continua e sua derivada parcial até a se-
gunda ordem permanece continua.

A fun¢do f(x) poderd ou ndo estd sujeita a
restri¢do (g(x)). Se f(x) for uma funcdo com restri-
¢do, essa sera de igualdade (g(x) = 0) ou desigual-
dade (g(x) < 0).

O método utilizado para resolver os pro-
blemas de otimizacdo estrutural sem restri¢bes é

o de Newton e suas variacdes (Métodos Quase-
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Newton). Trata-se, por exemplo, da introducdo da
busca unidimensional, como o Método do BFGS
(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno ~ Method).
Para os problemas estruturais com restrigoes
pode-se citar o Método do Lagrangiano, o da
Penalidade e o do Lagrangiano Aumentado.

Para a resolu¢ao dos métodos citados é pre-
ciso conhecer as condi¢oes de otimalidade de pri-
meira e segunda ordem.

A condigao necessédria de otimalidade de pri-
meira ordem afirma que o gradiente de primeira
ordem da fungio objetivo é nulo, ou seja, Vf(x¥)
= 0. Claramente, essa condi¢cdo permite que seja
calculado o ponto de minimo ou de maximo da
fungao objetivo.

A condicdo necessaria de otimalidade de
segunda ordem deve ser satisfeita. Para isso, a
Hessiana (V2f(x*)), que é a variagdo de segunda
ordem da fungio objetivo, deve ser semi-definida
positiva, ou seja, dT Vf(x*)d =0,V § e R".

E, por fim, a condicio suficiente de
Otimalidade de Segunda Ordem deve garantir
que a Hessiana seja definida positiva, ou seja, d'
Vf(x*)d>0,¥ 6 R, d 0,

2.1 Programag¢do matematica ou
otimizacao
Na programagiao matematica, tem-se como

objetivo a andlise e resolu¢do de problemas do

tipo:
minimizar  f(x)
sujeito a g(x) =0, 1el]
g(x) <0, jeD,
x €R"

M

em que a func¢ao f(x) é denominada “funcdo obje-
tivo”, e as fungdes g (x), parai=1, ..., m, e gi(x),
paraj=1,...,qsao chamadas “restricdes”. O con-
junto finito dos indices das restri¢cdes de igualdade

¢ chamado de I = {1, ..., m}, e o conjunto finito
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dos indices das restricdes de desigualdade, por
D={l,..

todas as restri¢oes é nomeado R =T UD.

, q}. O conjunto finito dos indices de

Quando um ponto x satisfaz a todas as restri-
¢oes, diz-se que ele é “viavel”. O conjunto de todos
os pontos vidveis é chamado de regido viavel T.
Quando um ponto x nao satisfaz a alguma restri-
¢do, diz-se que ele é “invidvel”. Um ponto vidvel
que minimiza f(x) serd indicado por x* e sera de-
nominado de “ponto 6timo”.

Quando o método é aplicado a andlise de es-
truturas, a fung¢ao objetivo passa a ser vista como
a energia potencial total da estrutura (Método da
Energia). Nesse caso, o multiplicador de Lagrange
tem como interpretagdo fisica uma forga aplicada
na estrutura para impedir o deslocamento, quan-
do for ativado, ou seja, quando a restricao do pro-
blema for violada.

E importante mencionar que nas secdes
a seguir serdo apresentados de forma sinteti-
zada os métodos de Newton, de Lagrange, da
Penalidade e do Lagrangiano Aumentado. Para
mais detalhes veja, Bandeira (2001), Bertsekas
(1995), Fletcher (1980), Herskovits (1995) e
Luenberger (1984).

2.2 Método de Newton
O método de Newton é utilizado para resol-
ver sistemas de equagdes ndo lineares sem restri-
¢oes. Escrevendo o sistema de equacdes nao-line-
ares na forma vetorial, o problema de otimizac¢ao

pode ser formulado da seguinte maneira:

Solucionar

flx)= 0
x €R"
2

em que a fungdo vetorial f: R" - R" é continua com
derivadas parciais continuas até primeira ordem.
O algoritmo do método de Newton esta descrito
na Tabela 1.
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Tabela 1: Algoritmo do método de Newton

Passo 1: | Faga k = 0 e adote um valor inicial para x.

Passo 2. | Calcule f(x®) e o Jacobiano Vf(x®) para o
ponto corrente x®.

Passo 3. | Se ||f(x®)|| < TOL pare. Faga x® & solugdo do
problema.
Caso contrario, va ao passo 4. Considere TOL
a toleréncia definida, por exemplo, como
TOL = e.|[{(X™)]].

Passo 4: | Resolva o sistema linear: [VA(x®)]T d® = f(x®).

Passo 5: | Faca k= k + 1, atualize a varidvel x&) = x® - ®
e reforne ao passo 2.

Fonte: Bandeira (2001), Bertsekas (1995), Fletcher (1980),
Herskovits (1995) e Luenberger (1984).

2.3 Método do Lagrangiano

O Método do Lagrangiano consiste em mi-
nimizar as fungdes com restri¢des. O problema
geral de otimizagdo com restri¢oes estd formulado
na secdo 2.1. Para resolver o problema original, é
criada a func¢ao Lagrangiana a qual correlaciona
a fungao objetivo com as restri¢des do problema.
Essa metodologia é garantida pelo Teorema de
Kuhn-Tucker (LUENBERGER, 1984). A funcio

Lagrangiana é definida por

L(x,A) = flx) + 2 A+ g.(x)] + X [<A + g (x)>]
x €R"
®
sendo A o multiplicador de Lagrange, g(x) as res-
tricdes e f(x) a funcido objetivo do problema. A
operacdo matemdtica <A>, significa 0 maximo
valor entre zero e A.

Para resolver a fun¢dao Lagrangiana, pode-se
citar o Método dos Conjuntos Ativos e o Método
da Interacao Conjunta. Neste artigo, nao se objeti-
vou explicar detalhadamente esses métodos. Para
mais informagdes, veja Bandeira (2001), Bertsekas
(1995), Fletcher (1980), Herskovits (1995) e
Luenberger (1984).

2.4 Método da Penalidade
O Método da Penalidade consiste em resolver o
problema original formulado na se¢do 2.1. A fun¢io

Penalidade correlaciona a fungdo objetivo com as
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restricoes do problema acrescentando um termo de
segunda ordem ao problema, ou seja, 0 parametro de
penalidade (€). Essa metodologia também é garanti-
da pelo Teorema de Kuhn-Tucker (LUENBERGER,
1984). A funcio Penalidade é definida por

Ple,8) = flr) + 3 & 5 gl + 1 & 5 <>

x €R"
@
sendo g(x) as restri¢oes, f(x) a fungdo objetivo do
problema e € o parametro de penalidade. O algo-

ritmo do Método da Penalidade esta descrito na
Tabela 2.

Tabela 2: Algoritmo do Método da Penalidade

Passo 1: | Escolha uma seqiéncia {E®}- o, por
exemplo: { 1,10, 102 103, 104, ... }.

Passo 2: | Minimizar a fungdo penalidade P(x, E®).
Seja x® a solug¢do.

Passo 3: | Seja TOL um par@metro de convergéncia.

Se x® satisfizer ||g(x)|| < TOL, pare.
Caso contrdrio, faga &M igual ao préoximo
valor da sequéncia e v& ao passo 2.

Fonte: Bandeira (2001), Bertsekas (1995), Fletcher (1980),
Herskovits (1995) e Luenberger (1984).

2.5 Método do Lagrangiano

Aumentado

O método mais utilizado para resolver pro-
blemas de contato mecinico com grandes pres-
soes nas interfaces de contato é o Método do
Lagrangiano Aumentado. Isso se deve ao fato de
os multiplicadores de Lagrange serem atualizados
a cada incremento, evitando assim instabilidade
numérica. Ele consiste na jun¢do do Método do
Lagrangiano com o da Penalidade e sua funcdo é

definida como

L(x,E,A) = f(x) + Z] A.g(x)+ 2 % Ellg (o117 +

®)
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em que € é um pardmetro de penalidade e A é o
multiplicador de Lagrange. Os valores de & e A®
sao escolhidos e fixados no comeco de cada mi-
nimizagdo sem restrigcoes e, posteriormente, O
funcional L(x, € A®) é minimizado em relacio a
x. No final de cada minimizac¢3o, os valores de A
sdo atualizados e o processo continua até atingir a
convergéncia. Nesse método, as restri¢oes sao sa-
tisfeitas de forma exata, ndo permitindo qualquer
violacdo das restrigoes.

Para ocorrer a convergéncia no Método do
Lagrangiano Aumentado, basta o valor da pena-
lidade € ser finito, enquanto no da Penalidade, o
valor de € tende ao “infinito”.

Assim como para todos os métodos acima
descritos, quando aplicada a analise de estrutu-
ras, com a utilizagio do Método da Energia ou
dos Principios dos Trabalhos Virtuais, a fungao
objetivo é admitida como a energia potencial
total da estrutura. A primeira variagao das fun-
¢oes duais ao problema (fung¢do Lagrangiana,
da Penalidade ou do Lagrangiano Aumentado) é
vista como a equagido de equilibrio da estrutura
e o seu minimo global é a solu¢ao do problema
estrutural. Em geral, a varidvel x sdo os desloca-
mentos nodais da estrutura.

O algoritmo do Método do Lagrangiano

Aumentado esta descrito na Tabela 3.

Tabela 3: Algoritmo do Método do Lagrangiano
Aumentado

Passo 1: | Estime os valores para 2@ e € e faga k = 0.
Passo 2: | Minimize a fungdo do Lagrangiano Aumenta-
do L(x, €, 1). Seja x® a solugdo.
Passo 3: | Seja TOL um par@metro de convergéncia.
Se [x®, A®] satisfizer ||VL(x®, A®, E)|| < TOL,
pare. Caso contrdrio, vé ao passo 4.
Passo 4: | Atualize os multiplicadores de Lagrange:
A& = A0 + g g(x®) para as restricoes de
igualdade e
AkD = <A® + g g(x®)>  para as restricdes de
desigualdade.
Passo 5: | Faga k= k + 1 e reforne ao passo 2.

Fonte: Bandeira (2001), Bertsekas (1995), Fletcher (1980),
Herskovits (1995) e Luenberger (1984).

Exacta, Sao Paulo, v. 8, n. 3, p. 345-361, 2010.

3 Estudo de um modelo
simples com molas

Para ilustrar um problema de otimizacao
com restricdes (restricio de desigualdade), é
considerado um simples modelo eldstico nio-
linear de molas, com dois graus de liberdade,
conforme ilustra a Figura 1. Na figura, o siste-
ma de molas se deforma livremente até satisfa-
zer a condic¢do de ndo penetrabilidade, isto é, os
nos 1 e 2 podem se movimentar desde que o né 2
ndo ultrapasse a barreira, definida por um des-
locamento prescrito u,. O sistema atinge o equi-
librio em duas situagbes. Na primeira situagio,
o deslocamento do né 2 ¢ igual ou inferior ao
prescrito #,, ndo havendo contato do né 2 com
a barreira. Na segunda, existe o contato entre
o no 2 e a barreira, ou seja, 7, 2 u, Nesse caso,
¢ introduzida ao sistema uma for¢a de contato
que representa a reacdo da barreira ao né 2 im-
pedindo a penetragdo da estrutura no obsticulo

considerado rigido.

Figura 1: Sistema com restricoes
Fonte: Bandeira (1997).

Seja r = [r, r,] o vetor dos deslocamentos no-
dais do sistema, R = [R, R,| o vetor das forgas
externas aplicadas nos nés do sistema, S(r) = [S,
S,] o vetor das forgas internas e F(r) = [F, F,] a
equacao de equilibrio. Representam-se os graus de
liberdade pelos nos 1 e 2 e as constantes das molas
pora, b, a, b, em que a éa parcela linear e b,é
a parcela ndo-linear. Considere-se também que as

duas molas sejam eldsticas nio-lineares e a forga



interna da mola 1 (f,) e for¢a interna da mola 2 (f,)

sejam dadas pelas seguintes equacdes:
— 3
fp=a,.r,+b .1

f,=a,.(r,-r)+b,.(r,-71) @

O problema de otimiza¢do com restri¢oes de
igualdade para esse exemplo pode ser formulado

como:
Minimizar U(r),

Sujeito g(r) =7,-u =0,r € R"
)

sendo U(r) a equacdo da Energia Potencial Total

desse sistema, considerando-o como um sistema

conservativo:
U(71,72) = [1/2 K (A)Z]molcﬂ + [ 1/2 K (A)z]molal + Wext
®

em que K representa as constantes da mola, A re-
presenta a deformagdo das molas e W, o traba-
lho externo realizado pelas forcas externas. Dessa

forma,

U(r, )=

1 1 ) 1 2 1
{E'al"“2+Z'bl'r,4}+{§'az'("z_n) +Z'bz'(rz_r1)4}_{Rl"'1+R2'rz}

)

O minimo da equagao da energia é calculado

pelo gradiente de primeira ordem:

VU(r,r) = F(r) =

dU /dr,
dU o, |

a, 1, +b, "’,3_“2'("2_”1)_b2'("2_”1)3 3 R,
R,

az'(”2_”1)"'[72'(”2_”1)3

(10)
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Pode-se notar que, a equagdo da energia po-
tencial total do sistema é composta por duas varia-
veis, resultando em um valor escalar. Ja o seu gra-
diente resulta em um vetor. Portanto, definindo S
como o vetor das forgas internas, R como o vetor
das forcas externas e F como a forc¢a resultante do

sistema, obtém-se

[F] = [S] - [R]
an

Utilizando-se do principio do equilibrio esta-
tico dos corpos, quando a forca resultante do sis-
tema for nula, obtém-se a equacio de equilibrio. A
segunda derivada da equacio da energia em rela-
¢do aos deslocamentos resulta na matriz de rigidez
da estrutura. A matriz de rigidez da estrutura é
definida como “Jacobiano” (formula¢io fraca —
Principio dos Trabalhos Virtuais) ou “Hessiana”
(formulagdo forte — Método da Energia). A matriz

de rigidez do sistema ¢é simétrica e é definida por

2 2 2
a+3br +a2+3-b2~(r2—rl) —a2—3-b2-(r2—rl)
2 2

—a2—3-b2-(rz—rl) a2+3-b2-(r2—rl)

a2

E importante mencionar o valor didatico de
sempre mostrar a interpretacio fisica dos proble-
mas matematicos, principalmente incentivar a in-
terdisciplinaridade do curso.

Para efetuar a resolucdo do problema, conside-
rando os graus de liberdade livres e os graus de liber-
dade sob as condicoes das restricoes, deve-se escre-

ver a formulagio do Lagrangiano Aumentado como

)*>

L(”,§,7¥)=U(7)+<7»-(72—up)+1/2.§.(72_14

b
a3

em que a parcela do Lagrangiano Aumentado é
o trabalho exercido por uma forca F_aplicada no
no restringido no sistema. Assim, encontra-se a se-

guinte equacdo de equilibrio:

Exacta, Sdo Paulo, v. 8, n. 3, p. 345-361, 2010.
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V L(r,§ N =F(r,& N) = S(r) + Fc (n§ N -R =0

as
ou seja,
F(r,%,)\,) =
a"r‘+hl'ryg_a2'(rz_rl)_bz'(rz_rl)3 0 R
az'(”2_'ﬁl)+bz'(”2_”1)3 +[<7‘-+E'(r2—u,,)> R,
%)

A atualizacao do multiplicador de Lagrange

é definida por:

Mt = <A+ g (r, W —u ) >

(16)

O valor de € é constante durante a otimiza-
¢do, enquanto que o multiplicador de Lagrange
A% € atualizado no comeco de cada interacdao sem
restri¢des. A seguir, o funcional L(r,E,A) é minimi-
zado em relacdo a r e, no final de cada minimiza-
¢ao, os valores de A* s3o atualizados e o processo
continua até que AW atinja a convergéncia A e,
consequentemente, 7, ¥’ <u . Cabe-se salientar que

se nao houver contato o valor de A € igual a zero.

3.1 Exemplo de aplica¢dao do

modelo simples com molas

Com base na formulagio demonstrada na
secdo anterior, serd adotado o exemplo ilustrado
na Figura 2, que sera resolvido pelo método do
Lagrangiano Aumentado. Considere o parametro
de penalidade € = 100 e as demais variaveis apre-
sentadas na Figura 2. No exemplo, as molas que
sao deslocadas por forcas externas sofrem uma
restri¢do por uma barreira, que dista #, do n6 2.

Para o exemplo da Figura 2, desprezando a
barreira rigida, o sistema pode ser resolvido sim-
plesmente pelo Método de Newton. O sistema
converge para a configura¢ao de equilibrio defini-
da por r = [2,38mm 4,63mm|".

Exacta, Sao Paulo, v. 8, n. 3, p. 345-361, 2010.

a;=15 N/mm
b, = 10 N/mm?

a,=10 N/mm
bz =5

Figura 2: Exemplo de sistema de molas -
configuragdo inicial e final
Fonte: Bandeira (1997).

Uma vez considerada a restri¢io represen-
tada pela barreira localizada a 3 mm do n6 2 e
analisando os resultados da minimizacao sem res-
tri¢oes, pode-se naturalmente concluir que o n6 2
ira sofrer contato com a barreira, pois 7, > u,

Utilizando o Método do Lagrangiano
Aumentado e adotando o parimetro de pena-
lidade constante, o sistema converge para uma
configuragdo de equilibrio definida pelos se-
guintes valores: deslocamentos de r = [1,97mm
3,00mm]’; multiplicador de Lagrange A = 64,2 N
(veja Figura 2). Nesse caso, a rea¢do de apoio é
exatamente o valor do multiplicador de Lagrange
e o deslocamento do no 2 foi precisamente o per-
mitido até atingir o obsticulo rigido. Com isso,
para esse exemplo, a representacgio fisica do mul-
tiplicador de Lagrange é exatamente a reacao de
apoio que a barreira exerce sobre o sistema estru-
tural. Os resultados parciais dessa minimizagao
estdo representados na Tabela 4.

Na andlise numérica descrita na Tabela 4,
para cada itera¢do no multiplicador de Lagrange
foram necessdrias em média nove iteracdes no
Método de Newton. Na minimizacdo sem res-
tri¢des, ou seja, em cada iteragao Lagrangiana, a
convergéncia é quadratica. Observando a Tabela
4, percebe-se que a convergéncia do multiplicador

de Lagrange € linear. Esse fato pode ser contor-
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Tabela 4: Resultados numéricos obtidos em cada iteracdo do multiplicador de Lagrang

Interagdo 1 2 3 4 5 6 7 8

A 50,679 61,695 63,748 64,117 64,183 64,194 64,196 64,197

r 2,067 1,987 1,972 1,969 1,969 1,968 1,968 1,968

r, 3,507 3,110 3,021 3,004 3,001 3,000 3,000 3,000
gap 0,5068 0,1102 0,0205 0,0037 0,0007 0,0001 0,0000 0,0000
[[Vul] 0.E+00 0.E+00 0.E+00 0,E+00 0.E+00 0,E+00 0,E+00 0,E+00
det[Vau] 24.311 20.099 19.303 19.159 19.134 19.129 19.128 19.128
AL 50,679 11,016 2,053 0,369 0,066 0,012 0,002 0,000

Fonte: Os autores.

nado adotando um pardmetro de penalidade ade-
quado para cada problema. Isso que dizer que,
aumentando ou diminuindo esse pardametro de
penalidade, o namero de itera¢cbes no multiplica-
dor de Lagrange pode diminuir. Para profissio-
nais experientes com o Método do Lagrangiano
Aumentado, em geral, com oito itera¢cdes nos mul-
tiplicadores de Lagrange obtém-se valores precisos
para os problemas de contato ou para quaisquer
outros problemas que envolvam restri¢oes.

Vale a pena ressaltar que A sera nulo quando
ndo houver contato, ou seja, quando o deslocamen-
to do n6 2 for inferior ao deslocamento prescrito.

Analisando agora a situagdo na qual nao tenha
forga externa aplicada ao né 2, ou seja, R, = 0 N,
percebe-se que A sera positivo quando R, assumir
um valor a partir de 15,80 N. Esse dado pode ser
facilmente calculado pelo Método do Lagrangiano
Aumentado com restri¢cdes de igualdade.

Conclui-se entdo que, quando houver forcas
aplicadas ao sistema suficientes para haver um
contato, ou um avango ficticio posterior da extre-
midade da mola 2 no obsticulo, havera uma rea-
¢do imposta pelo anteparo, o que chamamos de A,
e o parametro de penalidade & corrigird o desloca-
mento dessa mola para o deslocamento permitido
u,. Para esse exemplo, o parametro de penalidade
pode ser visto como uma mola que representa a
rigidez do obstdculo. A cada iteragido essa “mola
ficticia €” vai empurrando o n6 2 até que ele fique

posicionado exatamente na superficie externa do

anteparo. Observando a Tabela 4, percebe-se que
o determinante da Hessiana (det[V?U]) é positivo,

indicando que o sistema ¢é estavel.

4 Estudo de um sistema de
arras rigidas

Outra possivel aplicagdo prdtica pode ser
verificada na andlise ndo-linear de sistemas
estruturais constituidos de barras rigidas (bar-
ras indeformadveis), como ilustra a Figura 3.
Considera-se que as barras rigidas sao rotuladas

em suas extremidades.

a-0)-Cos @)

a)- Sen a-e)
L a)
a-0)

Figura 3: Sistema de barras rigidas

Fonte: Os autores.

O exemplo propde que, apds a aplicagdo de
uma carga vertical P no n6 B, pode-se verificar que
ocorrem as seguintes deformacdes no sistema: va-
riacdo angular (0) nos nés A e C; deslocamento ver-

tical (A,) e horizontal (A,) no n6 B; deslocamento

Exacta, Sdo Paulo, v. 8, n. 3, p. 345-361, 2010.



BANDEIRA, A. A. et al.

horizontal no n6 C (2A,,). Observa-se que como as
duas barras rigidas possuem o mesmo comprimen-
to, a configuragdo deformada forma angulos em A
e B iguais, devido a simetria da estrutura.

Dessa forma, considerando L o comprimento
de cada barra rigida do sistema; K a constante de
rigidez elastica da mola em C; a o dngulo inicial
da barra AB e BC com a horizontal; 6 a variacdo
angular nos nos A e C; A, e A, os deslocamentos
horizontal e vertical do n6 B; pode-se descrever a
equagdo da energia potencial da estrutura da se-

guinte forma:
1 2
u® = K(2A,) -P Ay

U(®) =% K{ 2L [Cos(a~6)-Cos(a)]} ~P L[Sen(c)-Sen (- 0)]
a7

A equacgio do equilibrio do sistema é obtida
derivando a energia potencial total em relagdo a

varia¢do angular 6. Assim, tem-se:

ou(e) _

VU(6) = 0

VU(0) = 4KL* [Cos(c~0)~Cos(c)] Sen (e~ 0)~P LCos (~6)=0
(18)

A rigidez do sistema estrutural é definida
pela segunda variacdo da energia potencial total,

resultando em
v2U(0) = 4KL2{Sen2 (0t=6)-Cos (= 6)[Cos (ct - e)-cOs(a)]}
—-P LSen (a - 6)
a9
Considerando a restri¢dao u, e utilizando o
Método do Lagrangiano Aumentado, a fungio
Lagrangiana Aumentada é escrita como
L(9)= 2-K-I -[Cos(a - 9)— Cos(a)]z— P-L- [Sen(a)— Sen(a - 0)]+
/1-[2‘L-Cos(a -60)-2-L-Cos(a)- up]+

+%-§'[2-L~Cos(a—0)—2~L-Cos(a)—up]2

(20)
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Aplicando os conceitos de calculo diferencial,

obtém-se a equacao de equilibrio da estrutura

VL(0)=4-K- L’ -[Cos(c.-8) - Cos(a)]- Sen(c.—6) - P+ L- Cos(c. -8) +

<7\~2~L‘Sen(ot—6)+ >

+§~2~L~[2~L~Cos((x—9)—2~L~Cos(a)—u]]~Sen(0t—6)

@n

Derivando mais uma vez a equacdo acima,

obtém-se a rigidez da estrutura
VL(0)=4-K-L*-Sen’(0-0)-4- K - L' -[Cos(ct =0) - Cos(ct)]- Cos(c -0)

—P~L~Sen((x—6)+
—7»'2'L'C0S(01—6)+§'4~L2~Sen2(a—6)
" -E-2-L-[2-L-Cos(a-0)-2-L-Cos(c)-u,] Cos(ct-6)

22)

4.1 Exemplo de barra rigida sem
restricao

Nesta se¢ado, serda considerado o sistema es-
trutural de barras rigidas ( Figura 3) descrito no
capitulo 4, mas desprezando a restri¢cao de deslo-
camento no n6 C, definida por u,. Sdo utilizados
os seguintes valores: K = 100 kN/m; L = 6 m; . =
45° (m/4 rd); P = 150 kN. O valor inicial do angulo
0 adotado € igual a zero.

Resolvendo o problema pelo método de
Newton, apods seis iteragOes o sistema convergiu,
ou seja, a equacao de equilibrio (VU) chegou a um
valor proximo ou igual a zero, indicando que a es-
trutura se estabilizou. O valor obtido foi 6 = 0,121
rd = 6,88°.

Para esse problema, em especial, a func¢io da
energia potencial total estd desenhada conforme
ilustra a Figura 4, a fun¢do da equagio de equili-
brio é mostrada na Figura 5, e a fungdo da rigidez
do sistema esta ilustrada, na Figura 6.

Analisando graficamente tais func¢des pelas
ilustragdes da Figura 4, Figura 5 e Figura 6, per-

cebe-se que a segunda variacdo da energia poten-
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cial total determina a estabilidade do sistema. Isso
quer dizer que, quando o gradiente de segunda
ordem da energia potencial total (V2U) for supe-
rior a zero, pode-se afirmar que o sistema € esta-
vel. Se V2U for igual a zero, o sistema estd em um
ponto critico. E caso o V2U for inferior a zero, a
estrutura serd instavel. Dessa forma, devem-se re-
solver os problemas estruturais, considerando que
eles estejam sempre na situacdo de regime estavel.
A Figura 6 determina exatamente quando a fun-
¢do passa a ser instdvel. Para a configuracao de
equilibrio calculada, ou seja, para o angulo 6 =
0,121 rd = 6,88°, obtido pelo método de Newton,
verifica-se que o sistema estd ainda na regido esta-
vel. Analisando também as funcodes ilustradas na
Figura 4, Figura 5 e Figura 6, pode-se afirmar que
a estabilidade é alcancada para pequenos valores.
Para o exemplo dado, ao aplicar uma carga con-
centrada P = 150 kN, o sistema converge para 0 =
6,88°, resultando em um deslocamento horizontal

no apoio C de A = 0,96 m.

4.2 Exemplo de barra rigida com

restricao

Nesta se¢do, sera considerado o sistema es-
trutural de barras rigidas ( Figura 3) descrito no
capitulo 4, considerando a restri¢io de desloca-
mento no n6 C, definida por u. Os dados utili-
zados sdo os mesmos da secdo 4.1, ou seja, K =
100 kN/m, L = 6 m, o = 45° (/4 rd) e P = 150
kN. Agora sera considerada uma barreira rigida
localizada a 0,20 m do n6 C, ou seja, u, = 0,20 m.
O valor inicial do angulo 6 adotado é igual a zero.
Para a anadlise, serd considerado o parametro de
penalidade € = 100.

Utilizando Método do

Aumentado descrito na subse¢do 2.5, a configura-

o Lagrangiano
¢ao de equilibrio € atingida apds dezesseis iteracoes
no multiplicador de Lagrange, sendo cada iteragao
Lagrangiana composta por seis iteragdes utilizando

o método de Newton, conforme Tabela 5 a seguir.

ENERGIA POTENCIAL TOTAL
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U(o)
20000.00
1 /
1
10000.00- ;
i ’,
1
7
0.00 . —4
{g: @ 3 @
o Q- P3N [38
1100000045 & 5 | &
-20000.00 N S N S
000 200 400 600 800 10.00

Figura 4: Funcdo da energia potencial total

Fonte: Os autores.

EQUAGAO DE EQUILIBRIO

(Gradiente de 1a. ordem ou 12, derivada

)
20000.00
] ~
'I
10000.00 | /
- II
!
1
0.00 ¥ ~7
12 & 3 %
g ¥ g\ g
-10000.00 {i3: & | &
-20000.00 L e e Y
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, 8
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Figura 5: Funcdo da equacdo de equilibrio do

sistema

Fonte: Os autores.

RIGIDEZ DO SISTEMA (Gradiente de 2a. ordem ou 22. Derivada — Hessiana)

v2U(e)
20000.00

10000.00 |

0.00

-10000.00

-20000.00 |

-30000.00

EEE - 3
s 8 \af &
T T T
0.00 200 4.00 6.00 8.00

Figura 6: Fung¢do da

Fonte: Os autores.

rigidez do sistema

8

10.00

ESTUDO DA
ESTABILIDADE
DO SISTEMA

Estavel
V2U(r) > 0
Ponto Critico
v2U(r) = 0
Instavel
V2U(r) <0

Dessa forma, é possivel perceber que a con-

vergéncia nos multiplicadores de Lagrange ¢ line-

ar, enquanto que as minimizagoes sem restrigoes,
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Tabela 5: Resultados numéricos obtidos em
cada iteracdo do multiplicador de Lagra

Inter. | A 0 | Gap | ||VL]| V2L AL

1 0 | 3675 |0,3265| 6,00E-13 | 11.195 | 0

2 | 32,648 | 2,374 |0,1442 | 1,00E-12 | 11.879 | 32,648
3 | 47,068 | 1,813 |0,0642 | 5,00E-13 | 12174 | 14,42
4 | 53485 1,565 |0,0286| O 12.304 | 6,417
5 | 56,35 | 1,456 |0,0128 | 2,00E-12 | 12.362 | 2,865
6 | 5763 | 1,407 |0,0057 0 12.388 | 1,28
7 | 58,203 | 1,385 0,0026 | 2,00E-12 | 12.400 | 0,573
8 | 58459 | 1,375 | 0,001 0 12.405 | 0,256
9 | 58574 | 1,37 |0,0005| 6,00E-13 | 12.407 | 0,115
10 | 58,625 | 1,368 {0,0002 | 1,00E-12 | 12.408 | 0,051
11 | 58,648 | 1,368 |0,0001 | 1,00E-12 | 12.409 | 0,023
12 58658 | 1,367 | 0 | 6,00E-13 | 12.409 | 0,01
13 | 58,663 | 1,367 | 0 | 600E13 | 12.409 | 0,005
14 | 58665| 1367 | 0 | 1,00E-12 | 12.409 | 0,002
15 | 58,666 | 1,367 | 0 0 12.409 | 0,001
16 | 58,666 | 1,367 | 0 | 1,00E-12 | 12.409 | 0

Fonte: Os autores.

utilizando o método de Newton, possuem conver-
géncia quadritica.

Analisando também as fungdes ilustradas na
Figura 4, Figura 5 e Figura 6, pode-se afirmar que
a estabilidade é alcangada para pequenos valores
de 6. Para o exemplo dado, ao aplicar uma carga
concentrada P = 150 kN, o sistema converge para
6 =1,37°(0,0238571 rd), resultando em um des-
locamento horizontal no apoio C de A = 0,20 m.
Com isso, ocorreu o contato do né 2 na barreira
rigida e a sua reacdo de apoio sobre a estrutura é
de 58,67 kN, sendo este 0 mesmo valor do multi-
plicador de Lagrange A.

No exemplo sem restri¢cdes, o deslocamento
horizontal do n6 C foi 0,96 m. Obviamente, quan-
do colocada uma barreira a 0,20 m de C ocorreria
o contato do né 2 com essa barreira.

Para ndo ocorrer contato, a barreira deve ser
posicionada a uma distancia superior a 0,96 m.
Assim A = 0, ou seja, ndo existe contato e conse-
quentemente, reagdo de apoio.

Por curiosidade, se mudar a carga para P =

20 kN e mantiver u, = 0,20 m, o sistema se defor-
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mara de modo que o n6 C nio alcangarad o ante-
paro vertical, gerando um problema sem contato,
uma vez que o n6 C ird deslocar A = 0,10 m. Com
isso, o multiplicador de Lagrange sempre sera nulo
e o problema passa a ser resolvido como se fosse
sem restrigoes.

Observando a Tabela 5, percebe-se que a
Hessiana (V2L) é positiva, indicando que o sistema

é estavel.

5 Introducdo d modelagem
de estruturas utilizando
o Método dos Elementos
Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é
uma andlise matemdtica que consiste na discre-
tizagdo de um meio continuo em pequenos ele-
mentos, mantendo as mesmas propriedades do
meio original. Esses elementos sdo descritos por
equacoes diferenciais e resolvidos por modelos
matemadticos, para que sejam obtidos os resul-
tados desejados. Os algoritmos principais utili-
zados nesta andlise foram abordados de forma
sucinta neste artigo.

A origem do desenvolvimento desse recur-
so ocorreu no fim do século XVIII, entretanto,
a sua viabiliza¢do tornou-se possivel somente
com o advento dos computadores, facilitando
a resolucdo das enormes equagdes algébricas.
A utilizacao do Método dos Elementos Finitos
comegou no inicio dos anos 60 pela industria
Aerondutica e Aeroespacial e, logo em seguida,
ele passou a ser utilizado também pela industria
Automobilistica e pela Engenharia Civil. Hoje
no mercado hd muitos programas disponiveis
que executam o calculo do MEF, os mais co-
nhecidos sio: ANSYS, PERMAS, NASTRAN,
ABAQUIS, DYNA3D, ADINA e CATIA. O

MEF pode ser utilizado em diversas areas das
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ciéncias exatas e biologicas e, devido a sua gran-
de aplicabilidade e eficiéncia, existem trabalhos
com essa metodologia nas diversas especiali-
dades, tais como na engenharia civil, mecani-
ca, naval, aerondutica, medicina e ortodontia,
quando se deseja analisar cargas, tensdes, des-
locamentos ou deformacdes. Com o continuo
uso desse método em pesquisas, por suas van-
tagens em relacdo a outros disponiveis, torna-se
de suma importancia o conhecimento da técni-
ca, para que sua utilizagdo possa proporcionar
beneficios cientificos. E primordial que todos
os profissionais conhe¢cam os conceitos basicos
do MEF de maneira que os resultados dos tra-
balhos sejam mais bem interpretados. O MEF
¢ amplamente utilizado para modelar, analisar
e detalhar os projetos de estruturas em geral.
Suas formulacdes estao apresentadas em Bathe
(1996) e Zienkiewicz et al. (2005). Em geral, ele
¢ usado para analisar estruturas convencionais
(otimizacao sem restrigdes), isto é, sem contato
mecanico ou impacto.

E importante mencionar que os problemas de
contato e de impacto mecanico, sdo extremamen-
te complicados, na maioria dos casos, tornando
esse assunto um dos mais completos e complexos
na mecanica computacional. Além de a anélise ser
ndo-linear, podem englobar teorias, como a dina-
mica n3o-linear, campos acoplados de temperatu-
ra, elastoplasticidade, entre outros assuntos.

Neste artigo, quando foram aplicados os
métodos de programacao matemdtica com res-
trigdes, foi dada énfase aos problemas de conta-
to. No contexto do MEF, quando uma estrutu-
ra é carregada e se deforma atingindo outra ou
tocando em qualquer outro sélido, se diz que
a estrutura sofre contato mecanico ou impacto
mecanico. Esse problema é formulado pela pro-
gramag¢ao matemadtica, como por exemplo, adi-
cionando restri¢oes aos deslocamentos (confor-

me exemplos apresentados nos capitulos 3 e 4).
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A analise dos problemas de contato é um
estudo recente. Para soluciond-los, utiliza-se o
método do Lagrangiano Aumentado, que ja se
consagrou como uma técnica bastante eficiente.
As formulacdes de contato mecdnico estao apre-
sentadas em Bandeira et al. (2001, 2003, 2004
e 2005) e Wriggers (2002). As formulagdes da
programag¢do matemadtica ou otimizagdo estao
presentes em Bertsekas (1995), Fletcher (1980),
Herskovits (1995) e Luenberger (1984).

5.1 Introducgdo basica da
formula¢cdo do Método dos
Elementos Finitos
As formulagoes do MEF sao amplamente des-

critas em Bathe (1996) e Zienkiewicz et al. (2005).
Por questdes Obvias esses assuntos ndo serdo aqui
descritos. No entanto, nesta se¢do, sera introdu-
zida de forma objetiva a formulagao geral escrita
por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais para
obter o vetor equilibrio e a matriz de rigidez da
estrutura. Uma vez conhecidos o que se chama de
primeira e segunda varia¢do da energia potencial
total da estrutura, os algoritmos apresentados nes-
te artigo sao diretamente aplicados nas modela-
gens de elementos finitos.

O principio do trabalho virtual é uma for-
mulacdo equivalente do balanco de momento.
Ele pode ser definido na configuracdao inicial
como

W(@.du)= [ S+EAV, - [ pobedudv, - f tedudAy =0
B B Bt

(23)

em que S = F!' P é o segundo tensor das ten-
soes de Piola-Kirchhoff; u, o deslocamento; E
= 1/2 (FT F - 1), o tensor das deformacoes de
Green-Lagrangian; F, o gradiente das deforma-
¢oes; P, o primeiro tensor das tensoes de Piola-
Kirchhoff; p,, @ densidade na configuracio de

referéncia; b, a for¢ca de volume por unidade de
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massa; pOE define a forca volumétrica, t é o ve-
tor das tensdes associado com o vetor normal
da superficie n, | = det F define o determinante
do Jacobiano (que deve ser maior que zero) e T
é o tensor de Kirchhoff. A matriz de rigidez é
obtida por meio da linearizacdo da expressdo

(23). Logo,

DW(G.m) = bu= [ { gradAu T » gradm + Vin «&[V 5 Au] } dV,
B

24

A contribuic¢do do contato a equagio de equi-

librio (23) é definida da seguinte maneira:

W (u, du) = f ty Ognd4 + f tr, OE“d4
aB3c aB3c

(2%

e a contribuicdo do contato na matriz de rigidez

da estrutura expressa em (24), é definida por

W = | et + 0 AT+ (8t 5F+ 1, AGE®)]
u 9B3c B8

(26

Nas expressoes (25) e (26), ¢, € a pressdo de
contato, ¢, ¢ a forga tangencial de atrito, Ec é a
normal interna no ponto escravo x°, dg, € a va-
riacdo no tempo do vetor normal e A é a variagdo
em relacdo aos deslocamentos. Essa formulacao
do contato estd detalhada em Bandeira (2001).
Quando o problema de contato envolve atrito,
existe a ndo-simetria da matriz de rigidez devi-
do ao termo Az, 0 E“ em (26). O algoritmo usado
para integrar as equagdes do atrito é completa-
mente demonstrado em Bandeira (2001). Em geral
¢ usada a lei ndo-associada do atrito de Coulomb.
Para a analise de estruturas em geral, o sistema
¢ conservativo, tornando a matriz de rigidez da
estrutura simétrica. A simetria somente é perdida
quando € introduzida ao sistema grandeza que o
torne nao-conservativo, como é o caso do atrito

considerado no contato mecanico.
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5.2 Exemplo de aplicag¢do
utilizando o MEF - Otimizacao
sem restricao
O exemplo desta se¢do € bastante simples.

Trata-se de uma chapa submetida a um carrega-
mento de tragdo. O objetivo é determinar as ten-
soes normais (0,) atuantes na barra chata com ori-
ficio circular correspondente a a¢do do fuste do
parafuso de fixa¢ao. As dimensdes da se¢do trans-
versal da barra chata estdo informadas na Figura
7. O material é de aco (E =200 GPaev =0,3) e
esta sujeito a uma for¢a normal F = 20kN (tragio).
Considere a tensdao admissivel do ago o, = 250

MPa e a tensao de cisalhamento T, =125 MPa.

. _F 20.000N 4mm
pressdo iR P — 50MPa 4.H‘7

4mm x100mm
N
50mm $=50mm T
_%_ 100 mm
50 mm l

L

I(— 50 mm —)|(— 150mm —)l

Figura 7: Exemplo de Estado Plano de Tensao

Fonte: Os autores.

Utilizando um programa de elementos fini-
tos, como por exemplo, o ANSYS, NASTRAN ou
CMAP (Contact Mechanics Analysis Program),
programa desenvolvido de 1996 a 2010, por
Bandeira (2001) todos mostram as seguintes ten-

sOes normais, ilustradas na Figura 8.

U

PRES-NORM
-50

-12.828 46.135 105.098 164.062 223.025
16.654 75.617 134.58 193.543 252.506

EONCENTRA(;io DE TENSAO 161.489583 MPa (Ref.:Roark's Formulas)

Figura 8: Tensd@o normal o,

Fonte: Os autores.
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A Figura 9, Figura 10 e Figura 11 ilustram,

respectivamente, as tensoes principais 0'1, 0, € O;.

PRES-NORM
-50

— e — |
e
0 56.745 113.491 170.236

. . . 226.982
28.373 85.118 141.863 198. 609 255.354
CONCENTRAGAO DE TENSAO 161.489583 MPa (Ref.:Roark's Formulas)

Figura 9: Tensdo principal o,

Fonte: Os autores.

Observa-se que o furo eleva a tensiao normal
na ordem de 50 MPa para 255,354 MPa (tensao
principal o), superando a tensao admissivel.

PRES-NORM
-50

-8.549 4.635 17.818 31.001 44,184
-1.957 11.226 24.409 37.593 50.776

CONCENTRAGAO DE TENSAO 161.489583 MPa (Ref.:Roark's Formulas)

Figura 10: Tensdo principal o,

Fonte: Os autores.

PRES-NORM
-50

-144.818 -112.636 -80.454 -48.273 -16.081
-128.727 -96.545 -64.363 -32.182

CONCENTRAGAO DE TENSAO 161.489583 MPa (Ref.:Roark's Formulas)

Figura 11: Tensdo principal o,

Fonte: Os autores.
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O célculo da tensio mixima pode ser rea-
lizado por meio da férmula analitica de Roark,

definida por

2 3
—k- 2P sendo k=3—3,13~(1)+3,66~(i) —1,53~(1)
(D-d) D D D

@7

Aplicando a férmula (27), no exemplo, ob-

tém-se a tensao normal mdxima na chapa

2 3
G = 3-3,13-(5—0)+ 3,66~(£) -1,53‘(5—0)
100 100 100

50100

2 ~215,9MPa
(100 -50)

(28)

O valor em (28) foi inferior ao resultado obtido
pelo MEF (aproximadamente 15,45% de diferenga).
E importante ressaltar que a modelagem utilizando
o MEEF ¢é de extrema valia para a engenharia estru-
tural, uma vez que por meio de modelos refinados e
com o estudo da convergéncia dos resultados, pode-
se obter solugdes praticamente exatas, ou seja, com-

pativel com a realidade fisica do problema.

5.3 Exemplo de aplica¢do
utilizando o MEF - Otimizacao
com restricao
Nesta se¢do, sdo apresentados alguns exem-

plos de contato. Cabe salientar que nido serdo
explicados os exemplos de simula¢do, mas sim,
mostrados alguns resultados obtidos por meio da
modelagem utilizando o MEF.

Os exemplos ilustrados na Figura 12 e na
Figura 13, quando analisados em regime eldstico
nao-linear (material de Neo-Hooke), sio encon-
trados em Bandeira (2001). Esses exemplos foram
re-analisados em regime nao-linear, considerando
a elastoplasticidade com encruamento baseado nas
tensdes de Von-Misses nas dire¢des principais, em
Bandeira et al. (2010). Também foram acrescentados
os efeitos do atrito e da micromecanica desenvolvida
na interface de contato, ou seja, foram levadas em

consideragio as asperezas das superficies de contato.
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Analisando a Figura 12 e Figura 13, per-
cebe-se que as deformacdes sio maiores nos
problemas eldsticos. Quando é introduzida a
plasticidade ao problema, definindo as tensoes
de escoamento dos materiais, verifica-se nas si-
mulagbes numéricas que quando as estruturas
foram analisadas, considerando o regime elas-
topladstico, para o mesmo carregamento, elas
entraram em escoamento atingindo a ruptura.
Isso se deve ao fato da tensio de escoamento
do material ser inferior as tensdes resultantes no
modelo eldstico. Dessa forma, no momento da
ruptura, as deformacdes foram menores quando

comparadas com o modelo elastico.

Deslocamento
imposto = 0,8

E cttindro = 7000
V =
eitindro = 0,30 Raio externo = 1,0
Raio interno = 0,8
Altura = 0,8

E p1oco = 70000 0.1
Vbloco = 0,45

1,0

Area de contato na
conf iguragdo de equilibrio

00012238
0.0050022

E
§7Bch cortour e (ean) of Gauss v
Barmaion (4 8163477 DISFLACEMENT of LOAD ANALYSIS, step 53

Figura 12: Problema na configuracao
indeformada, andlise eldstica e andlise plastica

Fonte: Os autores.
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Deslocamento
imposto = 0,35

Raio externo = 1,0
Raio interno = 0,8
Altura= 0,8

Raio externo = 1,0
Raio interno = 0,8
Altura= 1,0

x

Area da contato
na conf iguragdo
de equilibrio

Area de contato
na conf iguragdo
de equilibrio

0.0085083

=0
T P ——
Berommation (x1 85185) DISPLACEMENT of LOAD ANALYSIS, step 43

Figura 13: Problema na configura¢cao
indeformada, andlise eldstica e plastica

Fonte: Os autores.

Conclusoes

Neste artigo, apresentaram-se, de forma ob-
jetiva, os métodos implicitos mais usuais aplicados
a analise ndo-linear de estruturas. Foi abordado de
maneira sucinta, como resolver alguns problemas
estruturais a partir de métodos matematicos cita-
dos anteriormente. Pode-se notar que por meio da
formulacdo da energia potencial total de um siste-
ma conservativo, sao aplicados importantes concei-
tos da resisténcia dos materiais, desenvolvimentos
de formulagoes estruturais e conceitos de analise

matricial de estruturas. Esses foram utilizados para
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resolver os problemas, expostos nos capitulos 3 e 4,
para determinar os deslocamentos. Foram utiliza-
das técnicas de otimizacao com restri¢oes aplicadas
a analise ndo-linear de estruturas, em especial, aos
problemas de contato mecanico.

No inicio, foi realizada uma contribuicao dida-
tica, apresentando exemplos de sistemas estruturais
conservativos submetidos ao contato mecanico sem
atrito e as respectivas solucdes desses problemas,
utilizando o Método do Lagrangiano Aumentado.
Para cada exemplo, foi destacada a convergéncia do
método e o entendimento do algoritmo. No exem-
plo das molas, adicionou-se a ndo-linearidade fisica
das molas para tornar o sistema nao-linear (ndo-
linearidade fisica e geométrica), conforme Bandeira
(1997). O sistema estrutural formado por barras
rigidas, apresentado no capitulo 4, descreve deta-
lhadamente a sua formulacio tedrica baseada no
Método da Energia, sua interpretagio geométrica
da solu¢do do problema e sua solu¢io numérica,
utilizando o Método do Lagrangiano Aumentado.
Esse exemplo ¢é inovador, quando acrescentada
uma barreira para simular um problema de conta-
to. Dessa forma, a abordagem apresentada contri-
bui para um melhor aprendizado do tema.

No final do estudo, é apresentado, de forma
sucinta, o principio dos trabalhos virtuais para os
problemas de contato mecanico no contexto do
Método dos Elementos Finitos e alguns exemplos
numéricos de simulacoes de contato com atrito em
regime elastoplastico sob grandes deformagoes,
de acordo com Bandeira et al. (2010). Com isso,
a ideia é mostrar que esses métodos sio ampla-
mente utilizados nas modelagens em que se usa
0o Método dos Elementos Finitos, um facilitador
na resolugao de tais questdes na engenharia civil.
Para os usudrios dos programas de elementos fini-
tos, apds a entrada de dados no pré-processamen-
to, a estrutura € calculada por meio do solver do
programa para, em seguida, analisar os resultados

no pos-processamento. E é justamente durante o

Algoritmos de otimizacdo aplicados a solugdo de sistemas estruturais nio-lineares com restri¢des: uma...

processamento dos programas de elementos fi-
nitos, que os conceitos de otimizagdo estrutural
sdo utilizados a fim de solucionar os sistemas de
equacoes ndo-lineares com ou sem restricoes. Essa
parte é despercebida pela maioria dos usudrios
que nio tem a formagdo matemadtica e numérica
da mecanica computacional. De forma geral, esses
assuntos nao sio abordados em cursos de gradu-
acdo nas engenharias. Usualmente, tais conceitos
sao adquiridos em cursos de pds-graduagao stricto
sensu ou por alunos de graduagdo envolvidos em
pesquisas de iniciagao cientifica.

Dessa maneira, é importante mencionar que
o principal objetivo neste artigo é ressaltar a im-
portancia dos métodos e dos algoritmos de pro-
gramac¢ao matemadtica aplicada que auxiliam os

programas computacionais de elementos finitos.
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